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CHÖÔNG 2

GIAÛI GAÀN ÑUÙNG 

PHÖÔNG TRÌNH PHI TUYEÁN



I. ÑAËT BAØI TOAÙN :

Baøi toaùn : tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa 

phöông trình 

f(x) = 0 .

vôùi f(x) laø haøm lieân tuïc treân khoaûng 

ñoùng [a, b] hay khoaûng môû (a,b).



1. Khoaûng caùch ly nghieäm

Khoaûng ñoùng [a,b] hay môû (a,b) treân ñoù toàn taïi 

duy nhaát nghieäm cuûa phöông trình goïi laø khoaûng 

caùch ly nghieäm.

Ñònh lyù :

Neáu haøm f lieân tuïc treân ñoaïn [a,b] thoaû ñieàu kieän

f(a) .f(b) < 0 thì phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm 

treân [a,b].

Neáu haøm f ñôn ñieäu thì nghieäm laø duy nhaát.



ÑK ñuû: [a, b] laø KCLN cuûa pt khi

 f(a) f(b) < 0.

 Ñaïo haøm f’ 

khoâng ñoåi daáu 

treân ñoaïn [a,b]



Ví duï :

Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt :

f(x) = x
5

+ x - 12 = 0

Giaûi :

Ta coù f(1) = -10, f(2) = 22

 f(1)  f(2) < 0

Maët khaùc

f’(x) = 5x
4

+1 >  0  x

f haøm ñôn ñieäu taêng neân pt coù duy nhaát nghieäm

Vaây khoaûng caùch ly nghieäm laø (1,2)



Ví duï :

Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) = x
3

- 3x + 1 = 0

giaûi :

Ta laäp baûng giaù trò taïi caùc ñieåm ñaëc bieät

x -2 -1 0 1 2

f(x) - -1 3 1 -1 3 +

Nhìn vaøo baûng ta thaáy pt coù nghieäm trong caùc 

khoaûng (-2, -1) (0, 1) (1,2)

Vì pt baäc 3 coù toái ña 3 nghieäm, neân caùc khoaûng 

caùch ly nghieäm laø : (-2,-1) (0,1) (1,2)



Baøi taäp : 

1. Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) =e
x

–x
2

+ 3x -2

2. Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) =xcosx – 2x
2

+ 3x+1



Giaûi 

1.  f(x) =e
x

–x
2

+ 3x -2

f’(x) = e
x 

- 2x + 3 

Ta laäp baûng giaù trò taïi caùc ñieåm ñaëc bieät

x -2 -1 0 1 2

f(x) - - - - + + +

Nhaän xeùt :  f’(x) > 0, x[0,1]. 

Vaây khoaûng caùch ly nghieâm (0,1)



2. f(x) =xcosx – 2x
2

+ 3x+1 

f’(x) = cosx –xsinx -4x +3

Ta laäp baûng giaù trò taïi caùc ñieåm ñaëc bieät 

x -2 -1 0 1 2

f(x) - - - + + - -

Nhaän xeùt  : 

f’(x) < 0 x[1,2],  

f’(x) > 0 x[-1,0]

Vaây caùc khoaûng caùch ly nghieäm : (-1. 0), (1,2)



2. Caùch giaûi gaàn ñuùng pt  f(x) = 0

 B1: tìm taát caû caùc khoaûng caùch 

ly nghieäm

 B2: trong töøng khoaûng caùch ly 

nghieäm, tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa 

phöông trình



3. Coâng thöùc sai soá toång quaùt :

Ñònh lyù :

Giaû söû f(x) lieân tuïc treân [a,b], khaû vi treân (a,b) 

Neáu x* , x laø nghieäm gaàn ñuùng vaø nghieäm 

chính xaùc cuûa phöông trình vaø 

|f’(x)| ≥ m > 0, x (a,b) 

thì sai soá ñöôïc ñaùnh giaù theo coâng thöùc : 

|x* - x| ≤ |f(x*)| / m



Ví duï : Xeùt phöông trình

f(x) = x
3
-5x

2
+12 treân khoaûng [-2, -1]

Tính sai soá neáu choïn nghieäm x* = -1.37

Giaûi

f’(x) = 3x
2

-10x

Ta coù |f’(x)| = |x| |3x-10| = -x(10-3x), x[-2,-1]

Vaäy |f’(x)| ≥ 13 = m, x[-2,-1]

Sai soá

|x*-x| ≤|f(x*)|/m  0.0034

Ghi nhôù : sai soá luoân laøm troøn leân



Ví duï : Xeùt phöông trình

f(x) = 5x+        -24 = 0

treân khoaûng [4,5]

Tính sai soá neáu choïn nghieäm x* = 4.9

7 x

Giaûi

f’(x) = 5 + 

=> |f’(x)| ≥ 5 +           = m, x[4,5]

Sai soá

|x*-x| ≤|f(x*)|/m  0.3485

67

1

7 x

67

1

7 5



4. Caùc phöông phaùp giaûi gaàn ñuùng

 Phöông phaùp chia ñoâi(Bisection method)

 Phöông phaùp laëp ñôn.(Iterative method)

 Phöông phaùp laëp Newton.(Newton method )



II. Phöông Phaùp Chia Ñoâi

Xeùt phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm chính xaùc x 

trong khoaûng caùch ly nghieäm [a,b] vaø f(a)f(b) < 0. 

1. Ñaët a
o

= a, b
o

= b

Choïn x
o

laø ñieåm giöõa cuûa [a,b]

Ta coù x
o

= (a
0
+b

0
) / 2, d

0
=b

o
-a

o
=b-a

Neáu f(x
o
) = 0 thì x

o
laø nghieäm  xong



2. Neáu

 f(a
o
)f(x

o
) < 0 : ñaët a

1
= a

o
, b

1
= x

o

 f(x
o
)f(b

o
) < 0 : ñaët a

1
= x

o
, b

1
= b

o

Ta thu ñöôïc [a
1
, b

1
]  [a

o
,b

o
]

x
1

= (a
1
+b

1
) / 2, d

1
= b

1
-a

1
= (b-a)/2

3. Tieáp tuïc quaù trình chia ñoâi nhö vaäy ñeán n laàn ta ñöôïc

[a
n
, b

n
]  [a

n-1
,b

n-1
], d

n
= b

n
-a

n
= (b-a)/2

n

x
n

= (a
n
+b

n
) / 2, a

n
≤ xn ≤ bn, an

≤ x ≤ bn

f(an)f(bn) < 0



Ta coù 

{a
n
} daõy taêng vaø bò chaën treân (<=b)

{b
n
} daõy giaõm vaø bì chaën döôùi (>=a)

neân chuùng hoäi tuï

Coâng thöùc sai soá

|x
n

– x| ≤ (b-a) / 2n+1

Vì  b
n
-a

n
= (b-a)/2

n
, neân lim a

n
= lim b

n

Suy ra lim x
n

= x

Vaäy x
n

laø nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt



YÙ nghóa hình hoïc
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Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt

f(x) =  5x
3

- cos 3x = 0

treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1] vôùi sai soá 0.1

Giaûi

Ta laäp baûng

n an    f(an) bn f(bn) xn f(xn) n

0 0         - 1        + 0.5        + 0.5

1 0         - 0.5     + 0.25      - 0.25

2 0.25    - 0.5     + 0.375    - 0.125

3 0.375  - 0.5     + 0.4375 0.0625

Nghieäm gaàn ñuùng laø  x = 0.4375



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt

f(x) =  2+cos(e
x
-2)-e

x
= 0

treân khoaûng [0.5,1.5] vôùi sai soá 0.04

Giaûi

Ta laäp baûng

n an    f(an) bn        f(bn) xn           f(xn) n

0 0.5      + 1.5         - 1             + 0.5

1 1         + 1.5         - 1.25        - 0.25

2 1         + 1.25       - 1.125      - 0.125

3 1         + 1.125     - 1.0625    - 0.0625

4 1         + 1.0625   - 1.03125  0.03125

Nghieäm gaàn ñuùng laø  x = 1.03125



III. Phöông Phaùp Laëp Ñôn

Tham khảo

Xeùt phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm chính xaùc 

x trong khoaûng caùch ly nghieäm [a,b] vaø 

f(a)f(b) < 0.

Ta chuyeån pt  f(x) = 0 veà daïng

x = g(x)

Nghieäm cuûa pt goïi laø ñieåm baát ñoäng cuûa 

haøm g(x)



Ñeå tìm nghieäm gaàn ñuùng, ta choïn 1 giaù trò ban ñaàu 

x
o
 [a,b] tuøy yù

Xaây döïng daõy laëp theo coâng thöùc

x
n

= g(x
n-1

), n = 1, 2, …

Baøi toaùn cuûa ta laø khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa daõy {x
n
}

Toång quaùt, daõy {x
n
} coù theå hoäi tuï hoaëc phaân kyø

Neáu daõy {x
n
} hội tuï thì noù seõ hoäi tuï veà nghieäm x 

cuûa pt



YÙ nghóa hình hoïc

xo
x1

x2x4

y = g(x)

y = x

x3



Baây giôø ta tìm ñieàu kieän ñeå daõy {x
n
} hoäi tu

Ta coù ñònh nghóa sau

Ñònh Nghóa : Haøm g(x) goïi laø haøm co treân 

ñoaïn [a,b] neáu q : 0<q<1 sao cho

| g(x) – g(y) | ≤ q | x – y |, x, y [a,b]

q goïi laø heä soá co

Ñeå kieåm tra haøm co, ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù : Neáu haøm g(x) lieân tuïc treân [a,b], khaû 

vi treân (a,b) vaø q : 0<q<1 sao cho

| g’(x) | ≤ q, x [a,b]

Thì g(x) laø haøm co vôùi heä soá co q



Ví duï : Xeùt tính chaát co cuûa haøm

g(x) =  

treân khoaûng [0,1] 

3 10 x

Giaûi

Hieån nhieân g(x) khaû vi treân [0,1]

Ta coù

|g’(x)| =

q  0.0771 < 1

Neân g(x) laø haøm co

323

1 1
, [0,1]

3 813 (10 )
q x

x
   





Ví duï : Xeùt tính chaát co cuûa haøm

g(x) = cosx

treân khoaûng [0,1] 

Giaûi

Hieån nhieân g(x) khaû vi treân [0,1]

g’(x) = -sinx

Treân [0,1], /g’(x)/ <sin 1=q <1.

Neân g(x) laø haøm co vôùi heä soá co laø q=sin1.



Ñònh lyù  (nguyeân lyù aùnh xaï co) :

Giaû söû g(x) laø haøm co treân [a,b] vôùi heä soá co q, 

ñoàng thôøi g(x)  [a,b], x [a,b]

Khi aáy vôùi moïi giaù trò x
o

ban ñaàu  [a,b] tuøy yù, 

daõy laëp {x
n
} hoäi tuï veà nghieäm x cuûa pt

1(2) | | | |
1

  


n n n

q
x x x x

q

1 0(1) | | | |
1

  


n

n

q
x x x x

q

Nhaän xeùt :Coâng thöùc (2) sai soá chính xaùc  hôn coâng thöùc (1)

haäu nghieäm

Ta coù coâng thöùc ñaùnh giaù sai soá

tieàn nghieäm



Ví duï : Xeùt  phöông trình

f(x) = x
3

– 3x
2

- 5 = 0

treân khoaûng caùch ly nghieäm [3,4] 

Giaû söû choïn giaù trò ban ñaàu x
o

= 3.5 

Tính gaàn ñuùng nghieäm x
4.

Giaûi

Ta chuyeån pt veà daïng x = g(x)

Coù nhieàu caùch chuyeån : 

Caùch 1:

2 5
( )

3

x
x g x

x
  

2

2 5
'( )

3

x
g x

x
  Khoâng phaûi haøm co



Caùch 2: 2

5
3 ( )x g x

x
  

3

10 10
'( ) | '( ) | , [3, 4]

27
g x g x q x

x
      

q < 1  neân g haøm co

Hieån nhieân g(x)  [3,4]   neân pp laëp hoäi tuï

xaây döïng daõy laëp 

0

2

1

3.5

5
3 , 1,2,...n

n

x

x n
x 





   





n xn

0 3.5

1 3.408163265

2 3.430456452

3 3.424879897

4 3.426264644

Ta laäp baûng

   


4 4 3
| | 0.00082

1

q
x x

q

Sai soá 



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt

f(x) = x
3
+x-1000=0

vôùi sai soá 10
-8 ,

cho khoaûng phaân ly nghieäm [9,10]. 

Giaûi:

Ta chuyeån pt veà daïng x = g(x)

Coù nhieàu caùch chuyeån : 

Caùch 1: x = 1000 – x
3

= g(x) khoâng phaûi haøm co

Caùch 2:                     

3 1000 ( )x x g x  



Hieån nhieân g(x) khaû vi treân [9,10]

|g’(x)| =

q  0.0034 < 1,  neân g(x) laø haøm co

Deã daøng kieåm tra g(x) [9,10], x  [9,10]

32 23

1 1
, [9,10]

3 (1000 ) 3 990
q x

x
   



3(9 1000 10 0 271)x x     

Theo nguyeân lyù aùnh xaï co thì  pp laëp hoäi tu

Choïn x
o

= 10, xaây döïng daõy laëp theo coâng thöùc

3
11000 1,2,3,..n nx x n   



Sai soá (duøng coâng thöùc (2) haäu nghieäm)

1| | | |
1

n n n

q
x x x x

q
  



Ta laäp baûng

n xn n

0 10

1 9.966554934 0.12x10-3

2 9.966667166 0.38x10-6

3 9.966666789 0.13x10-8

Nghieäm gaàn ñuùng x* = 9.966666789



IV. Phöông Phaùp Laëp Newton

Moät phöông phaùp laëp khaùc laø pp laëp Newton, 

neáu hoäi tuï seõ cho toác ñoä hoäi tuï nhanh hôn

Giaû söû haøm f khaû vi treân khoaûng caùch ly nghieäm 

[a,b] vôùi f(a)f(b) < 0 vaø f’(x)  0, x[a,b]



Ñeå tìm nghieäm gaàn ñuùng ta choïn 1 giaù trò ban 

ñaàu x
o
[a,b] tuøy yù. Xaây döïng daõy laëp {x

n
} 

theo coâng thöùc

1
1

1

( )
1,2,...

'( )

n
n n

n

f x
x x n

f x






   

Coâng thöùc naøy goïi laø coâng thöùc laëp Newton

Toång quaùt, daõy {x
n
} coù theå hoäi tuï hoaëc phaân kyø



YÙ nghóa hình hoïc

y = f(x)

xo
x1x2



Ñònh lyù :

Giaû söû haøm f(x) coù ñaïo haøm ñeán caáp 2 lieân tuïc 

vaø caùc ñaïo haøm f’(x) vaø f”(x) khoâng ñoåi daáu treân 

ñoaïn [a,b].

Khi aáy neáu choïn giaù trò ban ñaàu x
o

thoûa 

ñieàu kieän Fourier :

f(x
o
)f”(x

o
) > 0

Thì daõy laëp {x
n
} xaùc ñònh theo coâng thöùc Newton 

seõ hoäi tuï veà nghieäm x cuûa pt.



Chuù yù :

 Ñieàu kieän Fourier chæ laø ñieàu kieän ñuû, 

khoâng phaûi laø ñieàu kieän caàn

 Töø ñieàu kieän Fourier ta ñöa ra qui taéc choïn 

giaù trò ban ñaàu x
o

nhö sau :

neáu ñaïo haøm caáp 1 vaø 2 cuøng daáu, choïn x
o

= 

b. Ngöôïc laïi traùi daáu choïn x
o

= a.

 Ñieàu kieän Fourier f(x
o
)f”(x

o
) coù theå = 0 taïi 

caùc ñieåm bieân



 Ñeå ñaùnh giaù sai soá cuûa pp Newton ta duøng 

coâng thöùc sai soá toång quaùt :

|x* - x| ≤ |f(x*)| / m

m = min |f’(x)|
x[a,b]

 Trong pp Newton, ñaïo haøm f’(x) phaûi  0. 

Neáu  c[a,b] : f’(c) = 0  thì ta phaûi thu heïp 

khoaûng caùch ly nghieäm ñeå loaïi boû ñieåm c.

Chuù yù :



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt baèng 

phöông phaùp Newton :  f(x) = x-cos x = 0

Treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1] vôùi sai soá 10
-8

Giaûi

1.Kieåm tra ñieàu kieän hoäi tu

f(x) = x – cos x coù ñaïo haøm caáp 1 vaø 2 lieân 

tuïc treân [0,1]

f’(x) = 1+sinx > 0, x[0,1]

f”(x) = cosx > 0

f’(x) vaø f”(x) cuøng daáu, choïn x
o

= 1 ta coù pp 

laëp Newton hoäi tuï



2. Xaây döïng daõy laëp Newton

0

1 1
1

1

1
cos

1,2,...
1 sin

n n
n n

n

x
x x

x x n
x

 







   


Coâng thöùc sai soá

| | | ( ) | / | cos |n n n nx x f x m x x   

0 1
min | '( ) | 1

X
m f x

 
 

n xn n

0 1

1 0.750363867 0.02

2 0.739112890 0.41x10-4

3 0.739085133 0.29x10-9

Nghieäm gaàn ñuùng x = 0.739085133



Ví duï : Cho phöông trình

f(x) = x
3
-3x+1= 0

Treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1]. Duøng pp Newton 

tính nghieäm x
3

vaø ñaùnh giaù sai soá 
3

theo coâng thöùc 

sai soá toång quaùt.

Giaûi

1.Kieåm tra ñieàu kieän hoäi tu

Ta thaáy f’(x) = 3x
2
-3= 0 taïi x = 1, do ñoù ta  

chia ñoâi ñeå thu heïp khoaûng caùch ly nghieäm. 

Vì  f(0) = 1, f(0.5) = -0.375

Thu heïp khoaûng caùch ly nghieäm [0, 0.5]



f(x) coù ñaïo haøm caáp 1 vaø 2 lieân tuïc treân [0, 0.5]

f’(x) = 3x
2
-3 < 0

f”(x) = 6x ≥ 0, x [0, 0.5]

f’(x) vaø f”(x) traùi daáu, neân choïn x
o

= 0 thì pp laëp 

Newton hoäi tuï

2. Xaây döïng daõy laëp Newton
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Coâng thöùc sai soá

0 0.5
min | '( ) | 2.25

X
m f x

 
 

3| | | ( ) | / | 3 1| /2.25n n n nx x f x m x x    

n xn n

0 0

1 0.333333333 0.0165

2 0.347222222 0.8693x10-4

3 0.347296353 0.2545x10-8

Nghieäm gaàn ñuùng x = 0.347296353

Sai soá 0.2545x10
-8
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